TD Développements limités

Quelques DLs
0AV Exercice 1 & Z
x 1 x 1
1. DL3(0) de arctan % 2. DL3(0) de T 3. DL4(0) de cos(ze®) 4. DL5(0) de T
N7H Exercice 2 # DL5(0) de g: z — [ et dt.
17H Exercice 3 Pour n € N, déterminer un DL,,(0) de = w)n.
x8N Exercice 4 Z 1. Décomposer ﬁ en éléments simples. 2. Développement limité en 0 a lordre n de ﬁ
1 = (—1)F 2k
60Z Exercice 5 # 1. Montrer que = Z ( k) z¥+o(z™). 2. Endéduire un DL en 0 de arcsin z a I'ordre 2n+1.
1+ P 4 k
9
0u9 Exercice 6 Donner le DL14(0) de In (Z ‘Z}:)
k=0
Applications
G42 Exercice 7 Soit f: z +— 5.
1. Effectuer le DLy (0) de f. 2. Justifier que f est prolongeable par continuité en 0, que ce prolongement est dérivable en 0.

3xM Exercice 8 @& Soit u,, = (nln(n + 1) — nlnn)™. Déterminer la limite de u,,.
URM Exercice 9 Z

1. Déterminer le DLy (1) de arctan
2. On pose f(z) = x arctan ”“+2 . Montrer que f admet en +00 une asymptote que 'on précisera.
Indication : Commencer parfazre un DL(+00) de 212

3. Préciser la position de la courbe de f par rapport a cette asymptote.

2
w91 Exercice 10 # On considére H définie sur 1,400 par H(z) = [ 4L
1. Montrer que H est C! sur |1, +oo[ et expliciter sa dérivée.
2. Montrer que u: x — m — ——7 admet une limite finie en z = 1.

3. Déterminer la limite de H en 1*.
8D1 Exercice 11 Soit f: R — R de classe C? vérifiant f(0) = f/(0) = 0 et f”(0) > 0.
1. Montrer lexistence de a > 0 tel que f soit strictement décroissante sur [—a, 0] et strictement croissante sur [0, a].

2. Soit b = min(f(—a), f(a)). Montrer que pour tout A € [0,b], I'équation f(x) = X admet une unique solution x1()) dans
[—a, 0] et une unique solution z5(\) dans [0, al.
3. Déterminer des équivalents de z1(\) et z2()\) en 0.

3 5 . .. z1(A)+x2(N)
4. % On suppose que f est de classe C°. Etudier la limite en 0 de =—=~—>~.

Existence et unicité

NRW Exercice 12 # Déterminer arctan™ (0).
MEG Exercice 13 Z
1. Justifier qu’il existe a, b € R tels que tanz = x + ax® + ba® + o(2F).
On se propose de déterminer a et b de plusieurs facons différentes :
2. En effectuant le DL4(0) de

3. En écrivant que tan’ = 1 + tan? et en procédant par identification des deux développements limités obtenus.

cos I

4. En utilisant le DL de arctan et la relation tan (arctanz) = x.
cu1l Exercice 14 Z Soit f: = — 2tanx — x, définie sur ] —5,5[
1. Montrer que f admet une réciproque impaire de classe C*.

2. Donner le DLg(0) de f~1.
HEG Exercice 15 Soit f définie par f(0) =0Oet f(z) = e~ 37 sin (e %) pour z # 0.
1. Montrer que pour tout n € N, f(z) = og(z™).
2. Montrer que f est dérivable sur R. Justifier briévement que f’ n’admet pas de limite en 0.
3. a) Une fonction dérivable admettant un DL d’ordre 2 en un point est-elle nécessairement «deux fois dérivable» en ce point?
b) Si f est dérivable et admet un DL d’ordre n, sa dérivée admet-elle nécessairement un DL d’ordre n — 1 au méme point ?
c¢) Deux fonctions admettant le méme DL a tout ordre en un point a sont-elles nécessairement égales au voisinage de a ?
v42 Exercice 16 Soit f: [a,b] — R une application de classe C? telle que f” soit strictement positive.
1. Montrer que pour tout & > 0, il existe un unique réel 8;, € ]0,1[ tel que f(a + h) — f(a) = hf'(a + hbp).
2. Déterminer la limite de 6, quand h — 0.



voc Exercice 17 Soit f € C*(R4,R) telle que f/(0) = 0. Montrer qu’il existe g € C1 (R, R) telle que Vx € Ry, f(x) = g(z?).
1HJ Exercice 18 Z On considére la fonction f: x ~ (arcsin z)2.
1. Justifier que f admet un DL, (0) pour tout n € N. On en note a,, les coefficients.
2. On pose g = f'. Justifier que g admet un DL, (0) impair et vérifie 'équation (1 — 22)¢’(z) — xg(x) = 2 sur un intervalle &

préciser
3. On note ¢, le coefficient en 2™ du DL,,(0) de g. Montrer que ¢; = 2 et ¢p 41 = 41 Cn—1 pour tout n € N*.
nin __1\12
4. En déduire que si n > 2 est pair, alors a,, = %% et que a,, = 0 sinon.

GPV Exercice 19 % Soit f: R — R de classe C"*!. On considére g: R — R définie par g(z) = M siz # 0etg(0) = f(0).
1. On suppose que pour tout & < n + 1, f(¥)(0) = 0. Montrer que g est de classe C" et que Yk < n, g*)(0) = 0.
2. En déduire que dans le cas général, g est de classe C", et expliciter g(™ (0) en fonction de f.

GBT Exercice 20 % Soitn € N.

1. Justifier I'existence et 'unicité d’'un polynéme P de degré < n tel que P(0) > 0 et X! divise P(X)? — 1 — X. Expliciter les
coeflicients de P.
2. Soit M € M,,(K) nilpotente. Montrer que la matrice I,, + M admet une racine carrée.

Formules de Taylor globales
LHL Exercice 21 @&

1. Montrer que Vz € R, < ‘27"3 2. En déduire une valeur approchée de cos ,a=~~0.02 pres.

cosxflJr%

4xE Exercice 22 2 EGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE

1. Soit f, g continue sur [a, b], avec f positive. Montrer qu’il existe ¢y € [a, b] tel que

/f dt—gto/f

Qu'obtient-onsi f = 1? Indication : Chercher d encadrer ff f(t)g(¢t) dt, en fonction de f; f)de
2. Si f est de classe C"*! sur [a,b] et z € [a, b], montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

—a)" PN
) = F@) + = )+ -+ L ) ¢ G g
3. % Redémontrer ce résultat, en supposant seulement f D",
TKY Exercice 23 Z FORMULE DE MACHIN, ET APPROXIMATION RATIONNELLE DE 7.
1. a) Montrer que arctan est 1-lip. b) Montrer que arctan % + arctan % =7
2. Montrer que pour tout z € R, on a |arctanz — k§1 H);;# < %

Indication : Trouver une expression explicite de la dérivée n-iéme de arctan, en partant de arctan’.
3. Montrer que S, = 2> "7, % converge vers arctan 1 Déterminer n telle que |S,, — arctan % 51 < 10720
4. Expliquer comment déterminer une approximation ratlonnelle de 7 & une précision 1072°.
01R Exercice 24 Soit u,, = Y, _; sin ().
1. Limite de (uy). 2. Développement asymptotique a deux termes de (uy,).
HTA Exercice 25 % Soit f: [a,b] — R de classe C", s’annulant en n points 21, . . ., Z,,. Montrer que pour tout = € [a, b], on a
atl)(x—xn)‘

n!

|f(x )\<bup|f”)|’

[a,b]

s7H Exercice 26 INEGALITE DE KoLmoGorov Soit f de classe C? sur R, avec f et f bornées, par My et Mo respectivement.
hMQ
+ =52,

1. a) Soitz € Reth > 0.En appliquant I'inégalité de TL a I'ordre 2 entre x et z + h, montrer que | f'(z)| < 23/
b) En déduire que f’ est bornée, par My < 2v/MqMs.
2. a) Enappliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange entre x, z -+ h et entre x et  — h, montrer que |2hf’(z)| < Myh? + 2Mj.
b) En déduire que f est bornée, par My < \/2MqMs.
c) Montrer que la constante V2 est optimale.
012 Exercice 27 Soit f: R — R de classe C™ telle que ¥n > 0, f(™(0) =
Vn € N,Vz € R, [ (z)] < A™nl.

1. Montrer que f est nulle sur } —%,% [ 2. Montrer que f est nulle.

< A"n!, c’est-a-dire
o0

png Exercice 28 % Soit f: R — R de classe C*°, et n € N. On suppose que [ = 04o0(z™).
1. Montrer qu’il existe z tel que f("*+1)(z) = 0.
2. Montrer que pour tout r > n + 1, il existe « tel que f(")(z) = 0.
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